
Übungsaufgaben zur Elementaren Differentialgeometrie SS 11, Serie 4
Prof. Dr. E. Kuwert, J. Schygulla 25.05.2011
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/analysis/elemdgSS11.html

Aufgabe 1 (Zum Rotationsindex) (4 Punkte)
Berechnen Sie den Rotationsindex der folgenden Kurvenγ : [0, 2π] → �2.

(1) γ(t) = (cost, sin 2t)

(2) γ(t) = i/2+ (1− 2 sint)eit

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei I ⊂ � ein offenes Intervall undc ∈ C2(I ,�2) eine reguläre, nach der Bogenlänge parametri-
sierte Kurve. Bezüglich der Einheitsnormalenν sei die Krümmungκ ≥ 0. Zeigen Sie: Für alle
s0 ∈ I existiert einε > 0 mit

〈

c(s) − c(s0), ν(s0)
〉

≥ 0 für alles ∈ (s0 − ε, s0 + ε),

d.h.c liegt lokal auf einer Seite der Tangente.

Aufgabe 3 (Elastische Energie von Kurven) (4 Punkte)
Seiγ ∈ C2([0, L],�2) nach der Bogenlänge parametrisiert undC1-geschlossen mit Rotationsin-
dex ind(γ) , 0. Zeigen Sie

∫ L

0
κ2 ds≥

4π2

L
,

mit Gleichheit nur für Kreise.
Bemerkung:Die Aussage gilt auch, falls ind(γ) = 0.

Aufgabe 4 (Rotationsindex) (4 Punkte)
Seiγ ∈ C0([0, L],�2) eine einfach geschlossene Kurve. Es existiere eine Unterteilung 0= s0 <

s1 < . . . < sN = L mit γ|[si−1,si ]
∈ C2 und |γ′

|[si−1,si ]
| = 1. Für die orientierten Außenwinkel sei

vorausgesetzt, dass

αi := ∠(γ′−(si), γ
′
+(si)) ∈ (−π, π) für i = 1, . . . ,N, wobeiγ′+(L) := γ′+(0).

Zeigen Sie folgende Verallgemeinerung des Umlaufsatzes:

1
2π

∫ L

0
κ(s) ds+

1
2π

N
∑

i=1

αi = ±1.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen sowie die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt.
Abgabe ist am Mittwoch, den 01.06.11.


